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TAI LIEU HQC TOAN LOP 11

LOAI (O TINH PON PIEU CUA HAM SO

1. Pinh nghia: Cho ham s6 y = f(X) xac dinh trén K

* Haims6 y= f(x) dong bién trén Knéu "x,% 1 K:x < X, P f(x)< f(x,)

* Ham s6 y= f(X) nghich bién trén K néu "¥, %1 K:x < X, b f(x)> f(Xy)
Chu y: K 1a mot khoéqg hodc doan hoac ntra khoang
2. Pinh ly: Cho ham so y = f(X) xac dinh trén K
a) Néu fdx)>0, "xI K thi hamsb f(x) dong bién trén K
b) Néu fgx)<O0, "xI K thi hamsd f(x) nghich bién trén K
Pinh Iy mé rong: Gia st ham sé y= f(x) c6 dao ham trén K
a)Néu fdx)® 0, "xI K va fdx)= 0 tai mot s6 hiru han diém thi ham sb dong bién trén K
b) Néu fdx)£ 0, "xI K va f¢x)= 0 tai mot sé hitu han diém thi ham sé nghich bién trén K
c)Néu fdx)=0,"xI K thi f(x) khong doi trén K

Dang 1. Tim cic khoang don diéu ciia ham s

Dang 1 : Tim cac khoang don diéu ciia ham so

Quy tic tim:

X Tim tap xac dinh ctia ham s6

X Tinh dao ham fdXx). Tim cac diém X;(i = 1,2,...,n) ma tai d6 dao ham bang 0 hodc khong xac
dinh

X Lap bang bién thién

* Néu két luan vé cac khoang dong bién va nghich bién cua ham sé.

Bai tap : . ) ) )
1. Xét tinh dong bién , nghich bién ctia ham s6 :

a. y=x>-6x*+9x—4 b. y=x>-3x*+3x+5 C. y=x+x*+2x-3
d y=-x*+3x"+2 e. y:—%x3+x2—x+4 f. y=—x*+2x*—x+2
3 2 1 3 2 H 1 3 2

g. y=X —Xx"—-5x+2 h. yzéx —X"+x-5 I. y:—gx +Xx*—5x+3
2. Xét tinh ddng bién , nghich bién ciia ham sb :

a. y=x"'—2x*+5 b. y=x"+3x*-4 C. y=—x"+4x*+3

d. y:%x4—2x2+1 e. y=x2—%x4 f.y=—x*-5x*+1

g. y=-3x"+4x>+1 h. y:(x+l)3(5—x) I. y:(x+2)2(x—3)3
3. Xét tinh dong bién , nghich bién ciia ham sb :

a y_x—2 b y_2x+1 C. y=1+ 3 d y_3x+4

' X+1 ' x—3 ' X+2 ' 1-x
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e y= X+1 f y_x2—2x+2 9 y_x2+x—5 h y_x2+x+2
' x? +8 ' x—1 ' X+1 ' x—1

4. Xét tinh ddng bién , nghich bién cua ham sb :

2
a y=v2x—x° b. y=+vx*-4x+3 c. y:% d y= )Z
X" —Xx+1 X° =1

e y=V—x+x-1 f y=xJx*-9 g y=x*+2y5-x* h. y=+x*-4x

5. Xét tinh dong bién , nghich bién ctia ham sé :

a. y:‘x2+2x—3‘ b. y=|x|(x+2) C. y=x2+3x+x*—6x+9

6. Xét tinh dong bién , nghich bién ctia ham sé :

a. y:X—SinX,XE[O;Zﬂ] b. y:x+2cosx,)(€(%;5_7r}

6
Dang 2. Tim céc gid tri m dé ham sé don diéu (ddng bién, nghich bién) trén khoang cho

Phwong phap:
Xéthamso y= f(x) trén K
* Tim tap xé4c dinh ctia ham sd (néu can). Tinh f 4X)
* Néu diéu kién cta bai toan:
+ Ham s6 dong bién trén K U fdx)* 0,"xI K
+ Ham s6 nghich bién trén K U fdx)£ 0,"xI K
* Tu diéu kién trén st dung cac kién thirc vé du cuia nhi thirc bac nhat, tam thtrc bac hai dé tim m

Chii y: Cho ham s6 f(x)=ax*+bx+c (a=0)
a>0
A<0

a<0

X f(x)>20,vxell
A<0

* f(x)<0,vxel <:>{

So sanh nghiém cia tam thirc véi s6 0
A>0 A>0

X x <X, <0< {P>0 X 0<x <X, <<P>0 X x, <0<x, <>P<0
S<0 S>0

Bai tap
1. Timmdéhamso: y=-x*+@B+m)x*—(2m-1)x+2 ludn giam trén [J
2. Timmdéhamsd : y= % x° +mx? +4x—10 dong bién trén [
3
3. Chohamso y =X?—2mx2 +4mx+2. Xac dinh m dé :
a. Ham s6 dong bién trén mién xac dinh
b. Ham s6 dong bién trén khoang (—o0;0)

3
4. Cho ham so y=—%+2x2—mx+1.XéC dinm deé:
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a. Ham so nghich bién trén trén tip xac dinh ciia nd
b. Ham s0 nghich bién vdi moi x>1
5. Timm dé hamsé y= 1_Tm x° —2(2—m)x? +2(2—m)x+5 nghich bién trén U
2 4 x3 \ r
6. Timm dé hamso y= 5 +(m+Dx> —(m+Dx+1 dong bién trén (1; +o0).

7. Tim m dé ham s y=x>=3C2m+Dx> +(12m+5)x+2 déng bién trén (2;+0)
mx — 2
X+2

8. Timmdéhamsd y= ludn dong bién trén timg khoang xac dinh

N 2 1A A + A - A A
9. Timmdé hamso y= rrm dong bién trén (-1; +o).

X—m

10. Timm dé :
a) y=x> +3x> +mx+m nghich bién trén khoang c6 d6 dai bang 1

b) y= %x3 —%mxz +2mx—3m+1 nghich bién trén khoang c6 do dai bang 3

C) y= —%x3 +(m—-Dx*+(m+3)x—4 d@)ng bién trén khoang c6 d6 dai béng 4

Phwong phap : o ’
Truong hop 1 : Bat dang thue chi c6 1 bién
Gia st muén chimg minh  f(x)>g(x) trén (a;b)

+ Dua bét dang thic trén vé dang : h(x) = f (x)—g(X) >0, vx € (a;b)
+Tinh h'(x) vaxétdéu h'(x).Suyra h(x) ting hay giam trén (a;b)
+ Ap dung d,jnhqnghia vé tinh dorn’diéu dé két luan

Truong hop 2 : Bat dang thtrc c6 hai bién
+ Dua bt dang thirc can chimg minh vé dang : (@) < f(B) (a<a<p<b)
+ Xét tinh don diéu cua f(x) trong (o; )
+ Ap dung dinh nghia vé tinh don diéu dé két luan.

Bai tap : o
1. Chung minh cac bat dang thure sau :
a) 2\/§>3—1 , (x>1) b) sinx+tanx>2x (O<x<%j C) sinx<x,vx>0
X

3
d) x—%<sinx<X, Vx>0 e) a—sina<f-sing (0<“<ﬂ<%j

tana « T
e) W<E (O<a<ﬂ<5j

2. Cho ham sd f(x) = xsin x+2cos x
a) Tinh dao ham ctia ham s6

b) Chimg minh ring : Ve, B:0<«a <,8<% . Taco: asina—gsin > 2(cos f—cosa).
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~ LOAI (@ CUC TRI HAM SO
1. Pinh li 1. Gia sit ham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang K =(x,—h;x,+h) va cé dao ham trén K
hodc K\{x} (h> 0).
a) fdx)> 0 trén (x,—h;x,) va fdx)< 0 trén (x,;%, +h) thi X, 1a mot diém CD ctia f(x).
b) fdx)< 0 trén (x,—h;x,) va fdx)> 0 trén (x,;%,+h) thi X, 1a mot diém CT cua f(X).
Nhan xét: Ham sb co thé dat cuec tri tai nhitng diém ma tai d6 dao ham khong xéc dinh.

Qui tic 1 tim cwe tri ham s6 (dwa vao dinh 1y 1).

> Tim tap x4c dinh.

* Tinh f¢{Xx). Tim cac diém tai 6 fdx)= 0 hoic f¢gXx) khong xac dinh.
* Lap bang bién thién.

X T bang bién thién dua vao dinh 1y 1 suy ra cac diém cuec tri.

2.Pinh i 2. Gid st y= f(X) c6 dao ham cap 2 trong (x, —h;x, +h) (h> 0).
a) Néu fdxy)= 0, fd{xy)> 0 thi Xy la diém cuc tiéu.

b) Néu fdx,)=0, f#{(xy)< 0 thi X, la diém cuc dai.

Qui tic 2 tim cwe tri ham s6 (dwa vao dinh 1y 2).

> Tim tap x4c dinh.

X Tinh f¢{X). Giai phuong trinh f@x)= 0 va ki hiéu X; la nghiém

X Tim f#x) vatinh f&Xx;).

% Duya vao dau cta f ¢(x;) suy ra tinh chat cyc trj cia X;.

3. Cac dang toan thwong gap

Dang 1. Tim cuc tri cia ham s cho trudc.

Phwong phap: Dua vio quy tic 1.

Bai tap
1. y=x*+3x*+3x+5 2. y=2x>+3x"+1 3. y:%x3—x2+x—2
1., 2 X', 4 2
4. y:—éx +4x° —15x 5. y:?—x +3 6. y=x"—4x"+5
7. y=x"+2x*+2 8. y=—X—4+x2+§ 9. y:—xz(x2+4)
2 2
2 2 2
10, y:X -x-1 11, y:x —-2x-15 12, y:3x2+4x+4
X—2 X—3 X“+x+1
5 3
13. y=—x*+6x*-8x+1 14. y:%—%+2 15. y=(x—2)3(x+1)4

16. y=xy4-x2 17. y=x+x*+1 18. y=2x—-+/x*-3
19. y=+x*-2x+5 20. y=x2+3x+Vx?—6x+9 21. y:‘x2—4x+3‘
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Phwong phap: Dua vao quy tic 2

Bai tap
1. y=x"-2x"+3 2. y=3x>-125x°+2160x 3. y=sin2x+cos2x
4, y=3-2c0sX—C0S2X 5. y=2sin2x-3 6. y=sin? x—/3cosx
Dang 2. Piéu kién dé ham so dat cuc tri
Phwong phap: )
> Tim tap xac dinh D ctia ham so
X Tinh f¢X)

* Ham s6 dat cuc tritai X1 DU f¢x) doi ddu khi qua X,

Mot s6 chi y:

X Ham s y= axC+ bx? + cx= d,a' 0 co6 cuyc tri (cuc dai va cuc tiéu) U y¢= 0 c6 hai nghiém
phan biét.

* Xét ham s6 trang phuong y= ax*+ bx+c¢c, a! 0

y¢= 4ax’ + 2bx= 2x(2ax° + b), y¢=0U &
Qax”+ b= 0 (1)

+ Ham sb co ba cyc trj U (1) ¢6 hai nghiém phén biét khac 0 U ab< 0
+ Ham s6 ¢6 mot cuc triU (1) c6 nghiém kép hodc vo nghiém hodc c6 nghiém x= 0
0 cab >0

@ 0

Mét s6 dang khac

21 A , . azx0
—Déham s6 y=f(x) c¢6 2 cuc tri <:>{A 0"
—-Péhamsb y=f (x)c6 hai cuc tri nam vé 2 phia d6i véi truc hoanh < y,.y., <0.
~Péhamsb y=f (x)c6 hai cuc tri nam vé 2 phia d6i vai truc tung < xp X <0.
2 14 . . J ~ \ + 0
—PDé ham s0 y= f(x)co hai cuc tri nam phia trén truc hoanh =N {yw Yer =9
Yen-Yor >0
21 £ o .3 , ‘s \ Yep + Yer <0
—Dé ham s6 y = f (x)c6 hai cuc tri nam phia dudi truc hoanh N .
Yen-Yor >0
—Péhamsd y=f (x)co cuc tri tiép xuc voi truc hoanh S Yep - Yer =0.
Bai tap : i ) i
1. Tim m dé cac ham s6 sau co cuc dai va cuc ti€u :
a. y=x>+3x>+mx—-10 b. y=x*-3mx*-3(m*-2)x+1
C. y=x>—(2m+1)x*+(m*-3m+2)x+4 d. y=(m+2)x’+3x*+mx+m
2
e. yzlx4—mx2+§ f. y=x'-2mx*+2m+m* g. y:w
4 2 X“+Xx+1
h X2 —mx+3 i y_x2—(m+1)x+2m—1
' x—1 ' X—m
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2. Tim m dé ham sO sau ¢ cuc tri :

a. y=mx>+3mx*—(m-1)x-1 b. y=(m-1)x*+2(m+2)x*+3
2 —

C. y=—2X+myx*+1 d. y=2 +(m+2)x=m

‘ . X+1
3.Chirng minh rang cac ham so sau luon cé cuc dai va cuc tiéu

2
a y=x"—(m-1)x2—3x+m-2 b. y:w
X°+2

4. Tim m dé ham so sau c6 cuc dai : y=-2X+2+myx*>—4x+5
5. Tim m dé ham s6 y=mx*+(m-1)x*+2m c6 cuc dai ma khong co6 cuc tiéu
6. Tim m dé€ cac ham s6 sau khong co6 cuc tri :

_mxXC+X+m
X+m

a. y=(m-3)x*-2mx*+3 b.

Phwong phap

1. Tim tap xé&c dinh D ctia ham so
2. Tinh f'(x)
3. bat dicu kién d€ ham so c6 cuc tri thoa man diéu kién cho trudc. Tu di€u kién nay sé xac

dinh dugc gia tri ctia tham )

Bai tap :

1.

o ok w

2
X X1 £ X“+mx+1 2.
Tim m d€ ham s6 y=———— dat cuc ti€u tai x=2
X+m
2
X 1. £ X+ (M-1)x+3-2m .
Tim m dé hamso y= ( ) dat cuc dai tai x=-1
X+m

Tim dé ham s6 y :%x3 +(M*—=m+2)x2 +(3m* +1)x+m dat cuc tiéu tai x =-2

Tim m dé ham s6 y=mx® + (m? —2)x? —8x+1 dat cuc dai tai x=2
Cho ham s6 y=x*—mx?+n . Tim m, n dé ham sb dat cuc tri béng 2 tai x=1
3
Cho ham so y:%+(m +1)x* +(6-2m)x+m .Tim m dé d6 thi ham so ¢6 hai diém cuyc tri
nam vé hai phia d6i véi truc Oy
Cho ham s6 y=x3—3(m+1)x*+3m(m+2)+1. Tim m dé ham sé dat cuc trj tai hai diém c6
hoanh d§ duong
Cho ham s6 y = x®—3x* —=3m(m+2)x—1 . Tim m dé ham s6 c6 hai cyc tri cung dau

Cho ham sé y =gx3 —(M-1)x? +3(m —2)x+% . Tim m dé ham sé ¢6 cuc dai va cuc tiéu dong

thoi hoanh do cac diém cuc dai va cuc tiéu cua d6 thila x;,x,: x +2x, =1

10.. Cho ham s6 y=x°+2(m-1)x?+(m? —4m+1)x—2(m?>+1) . Tim m dé ham sb co cuc tri tai

X X :l+i=l(x1+x )
2 X1 X2 2 2
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11. Cho ham s y=2x%+mx?—12x—13 . Tim m dé do thi ham s c6 diém cuc dai va diém cuc
tiéu va cac diém nay cach déu tryc tung

12. Cho ham s6 y=x°+3mx?+3(m? —1)x+m?—3m . Tim m dé ham sb c6 cuc dai va cuc tiéu véi
hoanh d9 x;x, théa : x*+xZ=10.

13. Tim m dé do thi ham s& y=2x°-32m+1)x? +6m(m+1)x+1 c6 hai diém cuc tri dbi ximg
nhau qua dudng thang (d):y=x+4

Dang 4: Cach viét phwong trinh dwong thing di qua hai diém cuc tri.

Dang : Ham s6 y=ax® + bx® +cx +d
LAy y chia cho y’, dugc thuong 1a q(x) va du 13 r(x). Khi d6 y = r(x) 1a duong thiang di qua 2 diém
cuc tri.
, 2
Dang : Ham so y=aX+—bX+C
dx +e

2 . 122 < (ax2+bx+c)' 2a b
buong thang qua hai diém cyec tri c6 dang y= W =3ty
_l’_

Bai tap
X2 +m(m2 —1)x—m4 +1

1. Chéng minh rang ham s y = ludn ¢6 cb cuc tri v&i moi m. Tim m sao cho

X—m
hai cuc tri ndm trén duong thang y = 2x.

2. Cho ham s y=%x3 -mx* +(m+2)x-1. Binh m dé:

a. Ham sb ludn ¢ cuc tri.

b. Co cuc tri trong khoang (0;+).

c. Co hai cyc tri trong khoang (0;+0).
3. Pinhm dé ham sd y=x® —3mx’ +(m2 —1)x+ 24/b? — 4ac dat cuc dai tai x = 2.
4. Chohamsd y =x°—3x%+3mx+3m+4.

a. Khao sat ham sb khi m = 0.

b. Binh m @ ham s6 khong c6 cuc tri.

c. binh m @€ ham s6 ¢6 cuc dai va cuc tiéu.
5. Cho ham s6 y=x®—3mx? +9x+3m—5. Binh m dé d6 thi ham sd c6 cuc dai cuc tiéu, viét phuong
trinh dudng thang di qua hai diém cuyc trj ay.

. 2 1)x—-m+1
6. Cho ham sé y= X H(M*tHx-m+

. Ching minh rang do thi ham s 1udn ¢6 cuc dai, cuc tiéu véi
X—m

moi m. Hay dinh m dé hai cuc tri nim vé hai phia di véi truc hoanh.
7. Cho ham s8 y=>° +(1-2m)x2 +(2—m)x+m+2. Dinh m d d6 thi ham s c6 hai cyc tri dong thoi
hoanh d6 cua diém cuc tiéu nho hon 1.

, 2 _ 2
8. Cho ham sb y— X *2mx+1=3m

. Binh m dé d6 thi ham sb c6 hai cuc tri nam vé hai phia di voi
X—m

truc tung.
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9. Cho ham sb y:%x3 —mx?* +(2m-1)x-m+2(C,) . Pinh m dé ham sb co hai diém cuc tri cung
duong.
. 2+2(m+1 2y4
10. Cho ham sé y= X F2(M*x+m’+4m
X+ 2
a. Khao sat sy bién thién va v& do thi cua d6 thi ham (1) s6 khi m=-1. ‘
b. Tim m dé ham so (1) c6 cuc dai va cuc tieu, dong thoi cac diém cuc tri cia do thi cung vai
goc toa d6 O tao thanh tam giac vudng tai O.
PS: m=-4+26.
11.Cho ham s0 y=—-x* -3x* +3(m” 1) x—3m? -1 (1), m Ia tham sb. (PH Khdi-B niam 2007)
a. Khao sat su bién thién va v& d6 thi cia d6 thi ham (1) sé khi m=1. ’
_ b. Tim m d€ ham s6 (1) c6 cuc dali, cuc tiéu va cac diém cuc tri cia do thi ham so6 (1) cach
déu goc toa do.

PS:b mzil.
2

(1). (PH Khoi—A nam 2007)

12.Cho ham s0 y=mx* +(m” -9)x* +10 (1) (m I tham s0).

a. Khao sat su bién thién va vé& do thi cua do thj ham sé khi m=1.
b. Tim m dé d6 thj ham s6 (1) c6 ba diém cuc tri. (PH  Khéi-B
nam 2002)

Pap s6

a.

m<-3
O0<m<3

b.DS:{

x> +(m+1)x+m+1

13. Goi (Cyy) 1 @6 thi cia ham sé y = (*) (m 1a tham sd)

X+1

a. Khao sat su bién thién va v& dd thj‘cﬁa dd thi ham sé khi m=1. 7

b. Chiang minh rang véi m bat ky, do thi (Cy,) luén c6 hai diém cuc dal, cuc tiéu va khoang
cach gitra hai diém d6 bang 0.
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a. b. CD(-2;m-3), CT(0;m+1)=> MN =---=4/20

LOAI 3 MOT SO BAI TOAN LIEN QUAN PEN TIEM CAN
1. Pinh nghia: '

(d) la tiém can cua (C) < Ii“rnn MH =0
(M<(C))

2. Cach xac dinh tiém can

a. Tiém can dang: lim f(x)=co=(d):x=X,.

X=Xy

b. Tiém can ngang: lim f(x)=y, =(d):y=Yy,.

X—>0

c. Tiém cén xién: TCX c¢6 phuong trinh: y=Ax+u trong d6: A= lim m; u=lim[f(x)— Ax].

X—0 X X—0

Cac truong hop dac biét:
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*Ham s6 bac nhat trén bac nhat (ham nhat | * Ham so bac hai trén bac nhat (ham hitu ty)
- X b 2

blen) y= ax+ :ax+—bx+cz(ﬂx+#)+

mx+n mx+n mx+n
+TXD: D= R\{— %} +TXP: D= R\{— ﬂ}

m

+TCD: Iimnyzoo:>(d): x=—% +TCD: limy == (d): x:—%
+TCN: limy=2=(d):y=2 +TCX: lim 0 = TCX: y=Ax+u

x>0 M m x=>o MX+ N

] (]

Bai tap

1.

mx? +(3m2 —2)x—2

(1), v6i m 1a tham s thuc.
X+3m

Cho ham sb y=

a. Khao sat sy bién thién va v& do thi ham s6 (1) khi m =1.
b. Tim cac gid tri cia m dé goc giita hai duong tiém can cua dd thi ham sé (1) bang 45°.

(PH Khéi A-2008)

2.

mx? +(m2 —1)x+1—m

Cho ham s y=f (x)= . Tim m sao cho db thi cuia ham sé f c6 tiém can xién

X
di qua gdc toa do.

ax’ +(2a-1).x+a+3
X—2
ham s0 nay c6 tiém can xién luoén di qua mot dieém co dinh.

Cho ham sd y= (a=-1 a=0) co dd thi (C). Chiing minh rang d thi cta

x> —3x+2

Cho ham s y = f (x) =2 ¢6 db thi (C).

a. Ching minh ring tich khoang cach tir mot diém M bat ky trén (C) dén hai duong duong tiém

can 1a mot s6 khong doi.

5.

b. Tim toa d6 diém N thuoc (C) sao cho tong khoang cach tir N dén hai tiém can nho nhat.

2X% + mx —2

Cho ham s6 y=f(x)= ¢ do thi (Cp). Tim m dé duodng tiém can xién cua do thi ham

s6 tao véi hai truc toa d6 mot tam giac co dién tich bang 4.
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6. Timm dé d thj him s6 y=—**%
X°+mx+1
X, =X, =95
X —x =35

7. Cho ham sb y=X—+i c6 db thi (C).
X_

6 hai tiém can ding la Xx=x; va X=X, thoa man

a. Khao sat sur bién thién va vé& d thi (C) ctia ham so.

b. Tim nhimg diém M thudc (C) sao cho tong khoang cach tir né dén hai dwong tiém can nho
nhat.

8. Cho him s y= 22“1 c6 db thi (H).

a. Khao sat su bién thién va v& d thi (H) cia ham sb.
b. Viét phuong trinh ti€p tuyén A cua (H) tai giao diém véi truc tung.
c. Tim nhimg diém N (xy >1) thuoc (H) sao cho khoang cach tir N dén tiép tuyén A ngin nhat.

LOAI (4)CAC BAI TOAN VE GIAO PIEM CUA 2 PUONG CONG
Cho hai ham s6 y=Ff(x) c6 do thi (Cy) va y=g(x) c6 do thi (C,). Khao sat su turong giao giita hai
db thi (C,) va (C,) twong duong véi khao sat sb nghiém cua phuong trinh: f(x) = g(x) (1). S6 giao

diém cuaa (C,) va (C,) dung bang sé nghiém caa phuong trinh hoanh do giao diém (1).

(1) v6 nghiém < (Cy) va (Cy) khong c6 diém chung.

(1) c6 n nghiém < (Cy) va (Cy) ¢ n diém chung.

(1) c6 nghiém don x, < (Cy) va (Cy) cat nhau tai N(Xy;y1).

(1) c6 nghiém kép Xq < (Cy) tiép xiic (C,) tai M(Xo:Yo).
Bai tap

, —1) .
1. Cho ham sé y:(xX 1) c6 db thi 1a (C).
J’_

a. Khao sat va v& dd thi ctia ham sb.

b.  Bién luan theo m s6 nghi¢m cua phuong trinh x* —(m+2)x—m+1=0.

2. Cho ham s6 y=(x +1)2 (x—l)2 c6 db thi 1a (C).

a. Khao sat va v& dd thi ham sd trén.
b. Dung do thi (C) bién luan theo m s nghiém cuia phuong trinh (x* —1)2 —2m+1=0.
3. Chohamsd y=x3+k —4.
a. Khao sat ham sd trén khi k = 3.
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b. Tim cac gia trji cua k dé phuong trinh x® + kx? —4=0 c6 nghiém duy nhét.
4. Choham s y=x®-3x+2. (PH Khbi-D 2006)

a. Khao sat su bién thién va vé dck)v thi (C) ctia ham sé), da cho. 7 , o
b. Goi d la duong thang di qua diém A(3;20) c6 hé so goc m. Tim m d€ duong thang d cat do
thi (C) tai ba diém phan biét.

bS: b. m>%, m#=24.

r — 2 J— r
5. Cho him s y :’;&—3?)3 (1) (DH Khéi—A 2004)

a. Khao sat ham s6 (1) o ’ 7
b. Tim m dé duong thang y=m cat d6 thi ham so (1) tai hai diém A, B sao cho AB=1.
PS: b, m=1EV8.

14 2 r r
6. Chohamsd y= w (*) (m 1a tham s) (PH Khéi—A 2003)

a. Khao sat su bién thién va vé& d6 thi ciia @6 thi ham sé khi m=—1.
b. Tim m d€ d6 thi ham so (1) cat truc hoanh tai hai diém phan biét va hai diém do6 cé hoanh
do duong.

PS: b. —%<m<0.

x> —2x+4

—— ().(BH Khéi-D 2003)

7. a. Khao sat su bién thién va v& d6 thi cia ham sd y =
b. Tim m dé duong thang d_ :y=mx+2—2m cat dd thi ham s6 (1) tai hai diém phan biét.
bS: m>1.

8. Chohamsdy=—x*+3mx’+3(1-m?)x+m*—m? (1) (m la tham sd) (PH Khéi-A
2002)

a. Khao sat su bién thién va vé& do thi cia ham s6 (1) khim =1,
b. Tim k dé phuong trinh — x* + 3x* + k® — 3k* = 0 ¢4 3 nghiém phan biét.
c. Viét phuong trinh duong thang di qua hai diém cuc tri cua do thi ham so (1).

-1<k<3
DS:b.{ <K= C. y=2x—m?+m.

kz0Ak=2'

LOAI (5) CAC BAI TOAN VE TIEP XUC
Cho ham s6 y = f(x) ,dd thi 1a (C). C6 ba loai phuong trinh tiép tuyén nhu sau:

Dang 1: Tiép tuyén cta ham s tai diém M (%:¥)e(C).
— Tinh dao ham va gia tri f'(x,).
— Phuong trinh tiép tuyén c6 dang: y = f "(%)(X—=% )+ Yo

Chii y: Tiép tuyén tai diém M (x,;y,)e(C)c6 hé sb goc k=f'(x,).
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Dang 2: Biét hé sb goc cua tiép tuyén 1a k..
— Giai phuong trinh: f'(x)=k, tim nghiém x, =y, .
— Phuong trinh tiép tuyén dang: y=k (X=X)+ Yo-

Chii y: Cho duong thing A: Ax+ By +C =0, khi do:
—Néu d//A=(d):y=ax+b=>hé s6 goc k = a.

~Néu d LA=(d):y=ax+b=> hé s6 goc k=—=.
a

Dang 3: Tiép tuyén cua (C) di qua diém A(x,;y,)(C).
— Goi d 1a duong thang qua A va cé hé s6 goe 1a k, khi do (d):y=k(x—Xx,)+Y,
f(X)=K(X=Xa)+Ya

— Diéu kién tiép xtic cua (d)va (C) 1 hé phuong trinh sau phai ¢ nghiém: {f () =k
X)=

Tong qudt: Cho hai dudng cong (C):y=f(x) va (C):y=g(x). Diéu kién d¢ hai dudng cong tiép
s i o F(X)=0(x)
xuc véi nhau la h¢ sau c6 nghiém. ¢ L
F'(x)=9'(x)
Bai tap
1. Cho ham s y=x* —2x?
a. khao sat va v& d6 thi (C) ciia ham so.
b. Viét phuong trinh tiép tuyén A cua (C):
i. Tai diém c6 hoanh d6 x=+/2.
ii. Tai diém c6 tung do y = 3.
iii. Tiép tuyén song song voi duong thang: d, :24x —y +2009=0.
iv. Tiép tuyén vuodng goc véi duong thang: d, : x+ 24y + 2009 =0.

—x2—x+3

2. Cho ham sb y= c6 db thi 1a (C).

a. Khao sat va v& d6 thi (C) cua ham s trén.
b. Viét phuong trinh tiép tuyen cua (C):

Il. Tai giao diem cua (C) véi truc tung.
iii. Tai giao diém cua (C) vdi trung hoanh.
iv. Biéttiép tuyén di qua diém A(1;-1).

v. Biét hé sd goc cua tiép tuyén k = —13.

r 2_ J—
3. Cho ham sé y= X =X=1

c6 do thi (C).

a. Khao sat va v& d6 thi (C) caa ham sb trén.

b. Viét phuong trinh tiép tuyen cua (C) tai diém x = 0.

c. Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C) tai diém c6 tung do y=0.

d. Tim tat ca cac diém trén truc tung ma tir d6 ké duogc hai tiép tuyén dén (C).
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r 2 )
4. Cho ham sé y :% c6 dd thi (C).
+

a. Khao st va v& @6 thi ham s (C).
~ b. Chung minh rang qua diém M(-3;1) ké duoc hai tiép tuyén téi do thi (C) sao cho hai tiép
tuyén d6 vuong goc vaéi nhau.
r 2 b
5. Cho ham s&: y=—_ - c0 do thi (C).

X —

a. Khao sat va vé& d6 thj ham sb.
b. Tim M e(C) sao cho tiép tuyén cua (C) tai M vudng goc véi duong thang di qua M va tam
dbi xtrng cua (C).
6. Cho ham sdy = x> + mx® + 1 ¢ db thi (Cyy). Tim m dé (Cy,) citd: y = — x + 1 tai ba diém phan biét
A(0;1), B, C sao cho cac tiép tuyén cua (Cy,) tai B va C vudng goc vai nhau.

x? +1

7. Cho ham sd y= . Tim tap hop cac diém trén mat phang toa do dé tir d6 co thé ké dén (C) hai

tiép tuyén vudng goc.

8. Cho ham sb y=—2% (PH Khéi-D 2007)

X+1
a. Khao sat su bief:n thién va v& dd thi’ Cua ham §6 da cho. ’
b. Tim toa d¢ diem M thugc (C), bict tiep tuyen cua (C) tai M cat Ox, Oy tai A, B va dién tich

tam giac OAB bang %

bS: M [—%;—Zj va M (L1).
r 2 — 14
9. Cho ham s y=*"* L (DH Khéi—B 2006)
X+

a Khao sat sy bién thién va vé do thi (C) cua ham sér da cho.
b. Viét phuong trinh tiép tuyen véi do thi (C) biét tiep tuyén d6 vuong goc véi tiém can xién.
DS:b. y=-x+2J2-5.
10. Goi (Cyy) 14 dd thi cia ham sé: y= % K- +% *)  (mlatham sb). (PH
Khéi-D 2005)
a. Khao sat sy bién thién va v& dd thi ciia ham s6 (*) khi m=2.
b. Goi M 14 diém thudc (Cy) c6 hoanh do bang —1. Tim m dé tiép tuyén cua (C,,) tai M song
song véi duong thang 5x—y =0
bS: m=4.
11. Cho ham s6 y =x® —3mx® —x+3m (C,,). Pinh m dé (C,) tiép xuc véi truc hoanh.

12. Cho him 86 y = x* +x* +(m—1)x? —=x—m (C,, ). Pinh m & (C,,)tiép xtc véi truc hoanh.

x> —4

T Tim tap hop cac diém trén truc hoanh sao cho tir d6 ké duoc
X+

13. Cho d6 thi ham s6 (C):y =
moét tiép tuyén dén (C).
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14. Cho @b thi ham s (C):y=x>-3x*+4. Tim tap hop cac diém trén truc hoanh sao cho tir 6 c6
thé ké duoc 3 tiép tuyén vai (C).

15. Cho @b thi ham s6 (C):y =x* —2x2 +1. Tim céac diém M ndm trén Oy sao cho tir M ké duoc 3
tiép tuyén dén (C).

16. Cho @6 thi ham s6 (C):y = x® —3x+2. Tim c4c diém trén duong thang y = 4 sao cho tir d6 c6 thé
ké dugc 3 tiép tuyén véi (C).

17. Chohamséy=4x—6x*+1 (1) (PH Khéi-B
2008)

a. Khao sit sy bién thién va v& o thi cha hams6 (1). q
b. Viét phuong trinh tiép tuyen ctaa do thi ham so (1), biét rang tiép tuyén do di qua diém M(-1;-9).
18.

LOAI (6) CAC BAI TOAN VE KHOANG CACH

Céc cong thuc vé khoang céach:

Khoang cach giita hai diém (d6 dai doan thang): AB z\/(XB — X, )2 +(Ys — Ya )2 .
Khoang cach tir mot diém dén mot duong thang: Cho duong thang A: Ax+ By +C =0 va diém
e AX, + By, +C]|
M(Xo;Yo) khi d6 d(M,.A :|°—.
(M.4) JAZ 1+ B?

Bai tap
1. Cho ham s6 y=x® —3mx? —3x+3m+2 (C,). Pinh m dé (C,) c6 cuc dai cuc tiéu dong thoi khoang
cach giita chung 1a bé nhat.

_2X+2

2. Cho ham sd (C):y T Tim toa d6 cac diém M nam trén (C) c6 tong khoang cach dén hai

tiém can 13 nho nhét.

X2 —x+1

3. Chohamsd (C):y= - Tim céc diém M thuoc (C) c6 tong khoang cach dén 2 tiém can 1a
X —
nho nhat,
4. Cho hamsb (C):y= 2;‘ +12 . Tim hai diém M, N thudc hai nhanh khéc nhau ciia (C) sao cho doan
MN nhé nhét.
I4 2 9
5. Cho hamsb (C):y=2 X“‘l”. Tim hai diém M, N thugc 2 nhanh khac nhau cua (C) sao cho doan
+
MN nhé nhat.
i 2
6. Chohamso (C):y :X;—Z):(lﬂ
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a. Tim cac diém thudc d6 thi (C) co6 tong khoang cach dén hai truc toa do 1a nho nhat.

b. Tim hai diém M, N thudc hai nhanh khac nhau cta (C) sao cho doan MN nhé nht.

7. Goi (C,y) 12 d thi ctia ham s y = mx +§ (*) (m la tham sb) (PH Khéi—A
2005)

9 , = A A < ~ X . B \ 4 . l
a. Khao sat su bién thién va v€ d6 thi ciia ham so (*) khim = .
b. Tim m dé d6 thi ham s6 (*) ¢ cuc tri va khoang cach tir diém cuec tiéu cua (Cy,) dén tiém

. : 1
can xién bang —. bS: m=1.
' 2

LOAI (7) PIEM CO PINH

Phwong phap: ) . i ) )

Tu ham so y=f(x,m) tadua vé dang F(x,y)=mG(x,y). Khi d6 toa do diem co6 dinh néu c6 la
F(xy)=0
G(x, y):O'

nghiém cua hé phuong trinh {

Bai tap
1. Cho ham s§ y=x*-3(m-1)x? —3mx+2(C,) . Ching minh rang (C,) ludn di qua hai diém c6
dinh khi m thay doi.

22 +(6-m)x+4

2. Cho ham s6 (C,):y= —— . Chting minh rang d thi (C,,) luén di qua mot diém co
+

dinh khi m thay doi.
3. Chohamsd (C,):y=(1-2m)x* +3mx? —(m+1). Tim céc diém c6 dinh cua ho do thi trén.

Chting minh rang d6 thi ciia him s y = (m+3)x* —3(m+3)x? —(6m+1)x+m+1(C,) ludn di qua ba
diém cé dinh.

LOAI (8) PO THI CHUA DAU GIA TRI TUYET POI

y = f(X) c6 do thi (C) y=|f (x) c6 do thi (C*) y="f(x) c6 do thi (C )

y=|f(x)|=0, vxeD. Do d6 taphai | y="f(|x) co f(-x)="f(|x),
gilt nguyén phan phia trén truc OX | vxeD nén day 1a ham sd

va lay doi xang phan phia dudi chan do d6 c6 do thi doi xang
truc Ox lén trén. qua truc tung Oy.
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Bai tap
, 2
1. Chohamsé (C):y=2"%,
2X -2
a. Khao sat ham so.
: . . : e XX
b. binh k dé phuong trinh sau ¢6 bon nghiém phan biét. 2 |+| 2| =k.
X —_
, 2
2. Chohamsé (C):y=X""3*+3
X+1
a.  Khao sat va v& d6 thi ham so.
D X o . X2 +3x+3
b. Bi¢n luan theo m so6 nghiém cua phuong trinh: W =m
X+
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2

3. Cho ham sé (C):y=4x_)1( .
X_
a. Khéo sat ham sd.

b. Dinh m dé phuong trinh  x? + (m—4)|x]-m=0co bon nghiém phan biét.

X2 +x-1
X+2

4. Chohamsb (C):y
1. Khao st ham sé.
2. Dbinh m dé phuong trinh sau ¢ hai nghiém phén biét: x? + (I-m)|x-2m-1=0.

5. a. Khao sat su bién thién va vé d6 thi ham sd y=2x —9x? +12x — 4.

b. Tim m dé phuong trinh sau ¢ sdu nghiém phan biét: 2|x|3 -9x* +12|x|=m.(PH Khéi A-2006)
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a. ) ) bs: b.’4<m<5.
LOAI (9) CAC CAP PIEM POI XUNG

Diém 1(x,;Y, )14 tim ddi xtng ctia dd thi (C):y=f (x) < Ton tai hai diém M(x;y) va M’(x’;y")
l=2 |:2 _
thuoc (C) thoa: 4 20 ST X
f(x)+ f(x")=2y, f(x)+ f(2x,—x) =2y,

Vay 1(x:Y,) 12 tam dbi xtng cua (C) < f(x)=2y, - f (2%, - x).

Bai tap
2X2 +2X+2+m

c6 dd thi (C,,).
2xX+3

1. Chohamsd y=

Tim gi4 trj caa m dé (C,, ) c6 hai diém phan biét d6i xing nhau qua goc toa do O.
X2 +2m’x+m?

2. Chohamsd (C ):
ohamso (C,):y 1

Dinh m dé (C,,)c6 hai diém phan biét d6i xirng nhau qua goc toa do O.
3. Chohamsd y=x*—3x* +m (1) (M la tham so).

a. Tim m dé d thi ham s6 (1) c¢6 hai diém phan biét ddi xiang véi nhau qua gdc toa do.
b. Khao sat va vé& d6 thi ham s6 (1) khi m=2. (PH Khéi B-2003)
DS:a. f(%)=—f(-%), V% #0= ... m>0.

7 3 \ 9 r.
4. Cho ham so y=—%+ X2 +3x—1—31 c6 do thi (C). Tim trén (C) hai diém M, N doi xtrng nhau qua

truc tung.

5. Cho ham s y=x®+ax® +bx+c (1). X4c dinh a, b, ¢ dé d6 thi ham s (1) c6 tam d6i xing 14 1(0;1)
va di qua diém M(1;-1).
6. Chohamsdy=x3-3x*+4 (1) (PH Khéi D-2008)

a. Khao sat sy bién thién va v& do thi cuia ham sé (1).

b. Chiing minh rang moi duong thang di qua diém 1(1;2) véi hé s6 goc k (k > — 3) déu cat do
thi cia ham so6 (1) tai ba diém phan biét I, A, B dong thoi | 1a trung diém cua doan thang AB.
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