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“ PHUONG PHAP TQA PO TRONG KHONG GIAN H

' 31 TOA PQ PIEM VA VECTO
A. CAC KIEN THUC CO BAN:
I. Toado diém :

Trong khong gian véi hé toa d§ Oxyz:
1. M Xy YaiZy) ©OM =X, i+, ] +7,K
2. Cho A(Xa;ya;za) va B(xg;ye;zs) ta co: AB = (Xg =Xai Ve — YarZg —Z,) ;
AB = \/(XB =X+ (Ve = Va) + (25— 2,)°

XA+XB.yA+yB.ZA+ZB
o2 2

3. M la trung diém AB thi M(

I1. Toa do cua vécto:

Trong khong gian v6i hé toa d§ Oxyz .
1. a=(a;a,;a) < a=aji+a,]+a,k
2.Cho a=(a,;a,;a,) va b=(b;h,;b,) taco

a=b
& a=bela, =b,

a's:ba
< a+b=(a *h;a,+b,;a,+h,)
& ka=(ka;ka,;ka,)
& ab= ‘5‘.‘5‘(;05(5; b)=ab, +ab, +ab,
O o= Jaraira

— = b +ab +a.b Lo
& Cosg =cos(a,b) = Zalbzl a’i 2 2a3 j = (v6i a=0 ,b=0)
\/ai +a, +ag.\/b1 +b; +b;

<& avab vudng géc < ab=0<ahb +a,b,+a.h =0

I11. Tich ¢c6 hwong cua hai vecto va wng dung:

Tich ¢ hudng cua a= (a;a,;8,) va b= (b;byib;) la:
oo a,a,
=] :( b,b,

a2a3 . aSal
b,b,|"[bsb,

Jz (azbs - aabz; asbl - a1b3; a1b2 - a2b1)

1.Tinh chét :
<& [ab]ra L[ab]ib
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o O ‘[5,5]:‘5“5‘sin(5,5)

a, =

avab clngphuong < 3k c R:a=kb <> {a, kb, | O @ Va b cling phuong < |a,b]=0
0

8=k | & a,b,c ddng phing < [5,5]5:

2.Cac wng dung tich c6 hudong :
< Dién tich tam giac : S .. :%‘[E,A—C]‘

& Thétich ti dienVAch%\[ﬁ,A—C]ﬁ\

<& Thé tich khdi hop:
VaBcpA'B'C'D = ‘[ﬁ, ﬁ].ﬁ‘

V.Phuong trinh mat cu:
1. Mit cau (S) tam I(a;b;c) ban kinh r ¢ phuong trinh la :(x-a)? + (y-b)? + (z-c)?> =r?
2. Phuong trinh : X2+ y? + 722+ 2AXx + 2By + 2Cz + D=0 vé4i A?+B?+C?-D>0

1a phwong trinh mit cau tdm I(-A;-B;-C) , ban kinh r = JAZ+B21C?-D.

IV. Diéu kién khac:( Kién thirc bé sung )

1. Néu M chia doan AB theo ti s6 k ( MA=kMB) thita co :
X :XA_kXB. :yA_kyB. ZA_kZB

, 2y = Voirk #1
"ok M 1k M 1k ?

: Xp+ Xg + X +Y+ Zy+2,+1
2.GlétrongtémcﬁatamglécABC<:>XG=%;yG:yA );B yc;zG: A ?? ¢

3. G 1a trong tdm ctia t dién ABCD <GA+GB+GC +GD =0

BAI TAP

Bai 1: Trong khdng gian Oxyz cho A(0;1;2) ; B( 2;3;1) ; C(2;2;-1)
a) Tinh F :[E,A—c].(o—ms@).

b) Ch}'mg to réng OABC la 1}16‘[ hinh chit nhat tinh dién tich hinh chit nhat do.
€) Viét phuong trinh mat phang (ABC). q
d) Cho S(0;0;5).Chung t6 rang S.OABC la hinh chop.Tinh thé tich hinh chép.

Bai 2: Cho bdn diém A(1;0;0), B(0;1;0), C(0;0;1) , D(-2;1;-1)
a) Chimg minh rang A,B,C,D 13 bn dinh cua tir dién.
b) Tim toa dd trong tam G cua tr dién ABCD.
c) Tinh céac goc cua tam giac ABC.
d) Tinh dién tich tam giac BCD.
e) Tinh thé tich t&r dién ABCD va d¢ dai dudng cao cua tr dién ha tir dinh A.

Bai_3: Cho hinh hop chir nhat ABCD.A’B’C’D’biét A(0,0,0), B(1;0;0), D(0;2;0),
A’(0;0;3), C’(1;2;3).
a) Tim toa do cac dinh con lai cua hinh hdp.
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b) Tinh thé tich hinh hop.
¢) Chung t6 rang AC’ di qua trong tam cua hai tam giac A’BD va B’CD”’.
d) Tim toa d6 di€m H la hinh chiéu vuong gbéc ctuia D 1én doan A’C.

Bai 4: Trong khdng gian toa d6 Oxyz cho diém A(2;3;4). Goi M1, My, Ms lan lwot 13 hinh
chiéu ctia A 1én ba truc toa do Ox;0y,0z va N1, N2, N3 |a hinh chiéu ctia A 1én ba
mit phang toa d6 Oxy, Oyz, Ozx.

a) Tim toa do cac diém Mi, Mz, M3 va N1, N2, Na.
b) Chirng minh rang NiN2 L ANs .
¢) Goi P,Q 1a cac diém chia doan N1N,, OA theo ty s6 k xac dinh k dé PQ/MiNy,

Bai 5:a/.Cho ba diém A(2;5:3),B(3;7;4),C(x:y;6).Timx, ydé A, B, C thing hang
b/. Cho hai diém A(-1; 6 ; 6), B(3 ; -6 ; -2).Tim M thudc mp(Oxy) sao cho
MA + MB nho nhét.
c/. Tim trén Oy diém cach déu hai diém A3 ; 1;0)vaB(-2 ;4 : 1).
d/. Tim trén mat phang Oxz cach déu ba diém A(1; 1; 1), B(-1;1;0),C(3;1; -1).
e/. Cho hai diém A(2;-1;7),B(4;5; -2). buong thang AB cit mp(Oyz) tai
diém M. Piém M chia doan AB theo ti s6 nao? Tim toa d6 diém M.

Bai 6: Trong khéng gian toa do Oxyzcho A(1;1;0),B0;2;1),C(1;0;2),D(1;1;1)
a) Chung minh bon diém khong dong phang. Tinh thé tich tr dién ABCD.
b) Tim toa d6 trong tam cuia tam giac ABC, trong tam tir dién ABCD.
¢) Tinh dién tich cac mat cua ttr dién.
d) Tinh d6 dai cac duong cao cua khdi tir dién.
e) Tinh goc giita hai duong thang AB va CD.
f) Viét phuong trinh mit ciu ngoai tiép tir dién ABCD.

Bai 7: Cho bon diém A2 ;-1;6), B(-3;-1;-4),C(5;-1;0),D(1;2;1).
a) Ching minh ABC la tam giac vudng.
b) Tinh ban kinh dudng tron ndi, ngoai tiép tam giac ABC.
c) Tinh d¢ dai duong phan giac trong cta tam giac ABC vé tu dinh C.

Bai 8 :Viét phuong trinh mit cau trong cac trudng hop sau:
a) TamI(1;0;-1), dudong kinh bang 8.
b) Duong kinh AB v6i A(-1;2;1),B(0;2;3)
c) Tam O(0; 0; 0) tiép xtic v&i mit cau tim I(3 ; -2 ; 4) va ban kinh R = 1
d) TamI(2;-1;3)vadiqua A(7;2;1).
e) TamI(-2; 1;—3) va tiép xuc mp(Oxy).

Bai 9 :Viét phuong trinh mit cau trong cac trudng hop sau:
a) Pi qua ba diém A(1;2;-4), B(1;-3;1),C(2;2;3)vacotim nam trén mp(Oxy).
b) Pi qua hai diém A3 ;-1;2), B(1; 1;-2) va c6 tam thudc truc Oz.
¢) bi qua bén diém A(1;1;1),B(1;2;1),C(1;1;2),D(2;2;1)

Bai 10 :Cho phuong trinh x2 + y? + 22 — 4mx + 4y + 2mz + m? + 4m = 0.Tim m dé n6 la
phuong trinh mot mat ciu va tim m dé ban kinh mat cau 14 nho nhat.
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32. MAT PHANG

A. CAC KIEN THUC CO BAN:
|. Phwong trinh mat phﬁng:
Dinh nghia :
I Trong khong gian Oxyz phwong trinh dang Ax + By + Cz+ D =0
v6i A*+B%+C2> 0  dugc goi la phwong trinh tong qudt ciia mit phing

<& Phuong trinh mat phiang (P) : AX + By + Cz + D = 0 v6i A%+B%+C2> 0 . C6 vécto
phap tuyén 12 n=(A;B;C)

<& Mit phang (P) di qua diém Mo(Xo;Yo;Zo) va nhan vecto n=(A;B;C) ,n=0 lam vecto
phap tuyén c6 dang (P) : A(X-Xo)+B(y-Yo)+C(z-20)=0.

<& Néu (P) c6 cap vecto a=(a;a,;a,) b=(b;h,;b,) khong cung phuong ,c6 gia song
song hodc nam trén (P) .Thi vectd phép tuyén cia (P) dugc Xac dinh n= [5,6}

Il . Cac truwedong hop riéng ctia mit phing :

Trong khong gian Oxyz cho mp(«a): Ax+ By + Cz+ D =0, v4i A?>+B2+C2> 0 Khi do:

< D=0 Khi vachi khi (&) di qua gbc toa do.

& A=0,B%20,C #0,D =0 Khivachikhi () songsong véi truc Ox

<&  A=0,B=0,C#0,D #0 Khi va chi khi («) songsong mp (Oxy)

& ABCD=0.Pata=-2  b=-2 ¢2-D knids (@): X+ X+ 21
A B C a b c

(Cac trueong hop khac nhdn xét tuong tu)

Il. Vi tri twong ddi ciia hai mit phﬁng

Trong khong gian Oxyz cho (« ): Ax+By+Cz+D=0va (a ’):A’x+B’y+C’z+D’=0
O (a)cit(a’) ©@A:B:C£A:B:C
C(a)ll(a)) ©A:A=B:B=C:C#D:D’
C(a)=(a’) < A:B:C:D=A"B:C:D’
bac biét
() L (a’) <nn, =0 AA+BB+CC'=0

B. CAC BAI TAP:
Bai 1: Cho bdn diém A( 3;-2;-2), B(3;2;0), C(0;2;1), va D(-1;1;2)
a) Viét phuong trinh mat phang (ABC).
b) Viét phuong trinh mat phang trung truc ciia doan AC.
) Viét phuong trinh mit phang (P)chira AB va song song v6i CD.
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Bai 2:

Bai 3:

Bai 4:

Bai 5:

Bai 6:

d) Viét phuong trinh mit phang (Q) chira CD va vudng goc voi mp(ABC).

Cho hai mit phiang (P): 2x —y + 2z - 4=0, (Q): X - 2y - 2z + 4=0

a) Chimg t6 rang hai mit phang (P) va (Q) vudng goc nhau.

b) Viét phuong trinh tham sé duong thing (A) 14 giao tuyén cua hai mitphing do.

¢) Ching minh rang dudng thing (A) cit truc Oz .Tim toa d6 giao diém.

d) Mit phiang (P) cat ba truc toa do tai ba diém A,B,C. Tinh dién tich tam giac
ABC.

e) Chimg t6 rang diém O gbc toa do khong thudc mit phang (P) tir d6 tinh thé
tich tor dién OABC.

Trong khong gian toa do Oxyz cho mot mat phang (P): 2x +y — z - 6=0

a) Viét phuong trinh mp (Q) di qua gbc toa do O va song song véi mp (P).

b) Viét phuong trinh tham sé ,chinh tic duong thing di qua gbc toa do O va
vubng goc voi mat mp(P).

¢) Tinh khoang cach tir gbc toa do dén mat phang (P). ( TNPT nam 1993)

Cho mit phang (P): x +y—z +5=0va (Q): 2x—z=0.

a) Chimng t6 hai mat phang cit nhau

b) Lap phuong trinh mit phang (o)) qua giao tuyén cua hai mit phang (P) va (Q)
di qua A(-1;2;3).

c¢) Lap phuong trinh mat phang (B) qua giao tuyén cta hai mat phang (P) va (Q)
va song song voi Oy.

d) Lap phuong trinh mét phang (y) di qua gbc toa do O va vudng goc voi hai mat
phang (P)va (Q).

Trong khong gian Oxyz. Cho M(2;1;-1) va mat phang P):2x+2y-z +2=0

a) Tinh do dai doan vudng goc k& tr M dén mat phang (P).

b) Viét phuong trinh dudng thang (d) qua M vudng goc voi mat phang (P).

C) Viét phuong trinh mit phang (o) di qua diém M song song Ox va hop véi mat
phang (P) mét goc 45°.

Trong khdng gian v&i hé toa Oxyz cho hai mit phiang
(P): 2x + ky + 3z - 5=0 va (Q): mx - 6y - 6z + 2=0 .
a) Xac dinh gié tri k va m dé hai mit phang (P) va (Q) song song nhau,luc dé hay
tinh khoang cach giita hai mat phang.
b) Trong truong hop k = m = 0 goi (d) 1a giao tuyén cua (P) va (Q) hay tinh
khoang cach tir A(1;1;1) dén duong thang (d).
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33. PUONG THANG

A. CACKIEN THUC CO BAN:
|. Phwong trinh dwong thang:

Dinh nghia :

Phwong trinh ttham sé ciia dwong thang A di qua diém Mo(Xo;yo;Z0) vd c¢é vecto

chi phwong a=(a;a,;a,) ,a#0
X=X, +at
y=Yo+at (teR)
7=17,+agt

Néu ai, az , a3 déu khdc khéng .Phwong trinh dwong thang A viét dwéi dang

chinh tic nhw sau:
X=X _ Y=Y _
a a, a

-1,

Il Vi Tri twong ddi ciia cac dwong thflng va cac mat phzzmg:

Chwong trinh co ban

Chwong trinh nang cao

1DVi tri twong dbi ciia hai dwong thing.

1Vi tri twong doi ciia hai dwong thing.

Trong Kg Oxyz cho hai duong thang

X=X, +at x:x;+a1't'
d:qy=y,+at d':i{y=y +at'
Z=17,+ayt z=27,+agt'

Vtha di qua Mova d’cé vtep U’ di qua Mo’
<& U,U' ciing phwong

. d//d’@{“:k“'
M,ed'
M,ed’

o ouLu Khong cung phuwong

Trong Kg Oxyz cho hai duong thang

X=X, +at x:x;+a1't'
d:qy=y,+at d'i{y=y +at'
Z=17,+at z=27,+agt'

vtcpa di qua Mova d’cé vtep u'di qua Mo’

: [u,u’]=0

& (d) /1 () @{Mogd,
. [u,u]=0

O )= (d) Q{Moed'
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X, +at=x +at'
Yo +a,t = y(-) +a'2t| (I)

7, +at =z, +at'
= c’héo d’<Hé Ptrinh (1) vo nghiém
» dcatd’<HéEPtrinh (1) c6 mot nghiém

O (d)cat (&) <

<& (d) chéo (d) < [u,u’[ MM, %0

2)Vi tri twong doiciia dthing vamditphang:

2)Vi tri twong doiciia dthing vamdtphdng:

Trong Kg Oxyz cho (a): Ax+By+Cz+D=0
X=X, +at

y=Y,+ azt
Z=17,+at
pt:A(Xotait)+B(Yot+azt)+C(zo+ast)+D=0(1)

va d:

<& P.trinh (1) v6 nghiém thi d // (a)
<& P.trinh (1) ¢6 mot nghiém thi d cit (o)
<& P. trinh (1) c6vosdnghiém thid thudc(o)
bac biét :

(d) L (a¢) < a,n ciung phuong

Trong khong gian Oxyz cho duong thing
d qua M(Xo;Yo;Zo) CO vtcp a= (a;a,;a,)
va(a): Ax+By+Cz+D=0 covtpt n=(A; B;C)
& (d)cit (o) < an=0

an=0

& @) (o) < {M ‘(@)

<& (d) ndm trén mp(0) < {

an=0
M e ()

( Bosungkiénthirc chwongtrinh néng cao)

3) Khoang cach:

<& Khoang cach giira hai diém A(Xa;ya;za) va B(Xs;ys;zs) la:

AB = (% =X, + (Yo = Y, +(2,-2,)’
<> Khoang cach tir Mo(Xo;yo;Z0) dén mit phang (a): Ax+By+Cz+D=0 cho béi congthirc

AX, + By, +Cz,+D|

d(M01a):|

NA? +B2+C?

<& Khoang cach tir M dén duong thang (d)
Phuong phép :

» Lap ptmp(« )di quaM vavubnggocvai d
= Tim toa do giao diém Hcua mp(a ) vad
- d(M, d) =MH

< Khoang cach gitra hai duong chéo nhau
d diqua M(xo;Yo;20);covtcp a=(a,;a,;a,)
d’quaM’(x’0;y’0;2’0) jvtcpa' = (a';a’,;a')
Phuong phép :

» Lap ptmp(«a )chura d va songsong véi d’
= d(d,d)=dM’,(a))

<& Khoang cach tir M dén duong thang (d)
(d diqua Mgcd vicp U)

d(M,A)z@
T

< Khoang cach gitra hai duong chéo nhau
d diqua M(Xo;Yo;z0);covtcp a= (a;a,;8;)

d’quaM’(x’0;y’0;z°0) jvtcpa' = (a';a'y;a’;)
[a,a1.MM | Vi,
[aa]  Sa

d(A,A") =
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Kién thirc bo sung q
<& Goig 1a gbc gitta hai mat phang (0°<e<90°)
(P):Ax+By+Cz+D=0 va (Q):A’x+B’y+C’z+D’=0

\n |AA'+B.B+C.C
ﬂ \F\ JA? +B?+C2 /A% B+ C7

cosp= ‘cos(ﬁ, E)‘ =

<& Goc gitta hai dudng thing
(A) di qua M(x0;Yo;0) 6 VTCP a=(a,;a,;a,)
(A) di qua M’(X’0;y°0:2°0) c6 VTCP @' =(a';;a'y;a’,)

- aa' a' +a.a'. +a.a'
COS(D:‘COS(a,a')‘: 1 _ ‘ai 1 2 2 a3 3‘

‘aHa" \/af +a’ +a§.\/a'f+a'§+a'§

& Goc giira dudng thing va mit phing

(A) di qua Mocé VTCP a, mp(a) ¢6 VTPT n=(A B;C)
Goi ¢ la géc hop boi (A) va mp(a)

|Aa,+Ba, +Ca,|
JA? +B? +C2.\/a12 +a +a’

sing = ‘cos(é, ﬁ)‘ =

B. BAI TAP:
Bai 1:
a) Viét phuong trinh tham sb,chinh tic cia dudng thang qua hai diém
A(1;3;1) va B(4;1;2).
b) Viét phuong trinh dudng thang (d) di qua M(2;-1;1) vudng goc voi mat phang
(P) :2x—z +1=0. Tim toa d¢ giao dlem cua (d) va (P).
) Viét phuong trinh tham sd ,chinh tic ctia dudng thang d 1a phuong trinh giao
tuyén cua hai mat phang (P):2x+y—z+4=0 , (Q)X—y+2z+2=0

Bai 2 : Trong khéng gian Oxyz cho ba diém A(0;1;1), B(-1;0;2), C(3;1;0) va mot duong

x=t
thang (A) ¢6 phuong trinh{ y =9+ 2t
2=5+3t

a) Vié:t phuong trinh mat phefmg (o) di qua ba diérr} A,B,C.

b) Viét phuong trinh tham s0 , chinh téc duong thang BC.Tinh d(BC,A).

c) Chung té rang moi diém M cua duong thang (A) déu thoa man AM L BC,
BM L AC,CM 1 AB.

, teR



https://giasudaykem.com.vn/

Gia sw Tai Nang Viét https://giasudaykem.com.vn

Bai 3: Trong khong gian cho hinh hdp chir nhat c¢6 cac dinh A(3;0;0), B(0;4,0), C(0;0;5),

0(0;0;0) va D 1a dinh d6i dién véi O.

a) Xéc dinh toa do dinh D.Viét phuong trinh téng quat mit phang (A,B.D).

b) Viét phwong trinh duong thang di qua D va vudng goc véi miat phang (A,B,D).
¢) Tinh khoang cach tir diém C dén mit phang (A,B,D).

X=-=2t' X=2+t
Bai 4: Cho hai dudng thang: (A):{y=3 (A):4 y=1t tt'eR
z=1+t' z=2t

a) Chimg minh rang hai dudng thing (A) va (A’) khong cit nhau nhung vudng
goc nhau.

b) Tinh khoang cach giita hai dudng thing (A)va (A”).

) Viét phuong trinh mat phang (P) di qua (A) va vudng goc vdi (A”).

d) Viét phuong trinh dudng vudng goc chung cia (A)va (A”).

Bai 5: Trong khéng gian Oxyz cho bon diém A(-1;-2;0), B(2;-6;3),C(3;-3;-1),D(-1;-5;3).

a) Lap phuong trinh tham sb duong thang AB.

b) Lap phuong trinh mp (P) di qua diém C va vudng goc voi dudng thang AB.

c) Lap phuong trinh duong thang (d) 13 hinh chiéu vudng goc ciia duong thang
CD xudng mat phang (P).

d) Tinh khoang cach giita hai duong thang AB va CD.

Bai 6: Trong khéng gian Oxyz cho A(3;-1;0) , B(0;-7;3) , C(-2;1;-1) , D(3;2;6).

a) Tinh cac goc tao bdi cac cap canh dbi dién cua tt dién ABCD.

b) Viét phuong trinh mat phang (ABC).

c) Viét phuong trinh duong thang (d) qua D vudng goc voi mat phang (ABC).
d) Tim toa d6 diém D’ d6i xtrng D qua mit phang (ABC).

e) Tim toa do diém C’ d6i xtmg C qua duong thang AB.

Bai 7: Cho duong thang

X=-2+t
(A):sy= 4t vamp(P):x+y+z-7=0
z=-1+2t

a) Tinh goc giita duong thang va mat phang.
b) Tim toa do giao diém cua (A) va (P).
c) Viét phuong trinh hinh chiéu vuong goc cua (A) trén mp(P).

Bai_8: Trong khong gian Oxyz cho hai duong thiang (A) va (A’) lan lugt c¢6 phuong

. 5 X=7+3t

trinh: A XZ1 oY *+2_ 270 Aly=2+2t.
3 4

z=1-2t

a) Chung minh rang hai duong thang (A) va (A”) cing nam trong mat phang (« )
b) Viét phuong trinh tong quat clia mit phang ()
c) Viét phuong trinh dudng thang (d) vudng goc va cit ca hai duong (A) va (A”) .
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Bai 9: Trong khong gian Oxyz cho ba diém A(5;0;0) , B(0;5/2;0) C(0;0;5/3) va duong
thing (A): X =5+t ;y=-1+2t; z=-4+3t .
a) Lap phuong trinh mat phang (o) di qua A , B, C. Ching minh rang (a) va (A)
vudng goéc nhau, tim toa d giao diém H cua ching.
b) Chuyén phuong trinh cta (A) vé dang tong quat. Tinh khoang cach tir M(4;-
1;1) d&én (A).
c) Lap phuong trinh duong thang (d) qua A vudng goc vai (A), biét (d) va (A) cat
nhau.
BAI TAPTONG HOP:

Bai 1: Trong khéng gian Oxyz cho mit cau (S) : X2+ y2 + z2-2X - 4y - 6z =0 va hai diém
M(1;1;1) N(2;-1;5).
a) Xac dinh toa do tam I va ban kinh ctia mat cau (S).
b) Viét phuong trinh duong thang MN.
¢) Tim k dé mat phéng (P):x+y-z+k=0 tiép xuc mat cau(S).
d) Tim toa do giao diém cua mat cau (S) va duong thang MN .Viét phuong trinh
mat phang tlep xuc vo1 mat cau tai cac giao diém.

Bai 2*: Trong khéng gian Oxyz Cho A(6;-2;3), B(0;1;6), C(2;0;-1), D(4;1;0).

a) Chimg minh rang A,B,C,D 13 bdn dinh cua tir dién.

b) Tinh thé tich t&r dién ABCD.

) Viét phuong trinh mat phang qua ba diém A,B,C.

d) Viét phuong trinh mit cau ngoai tiép tir dién ABCD. Xac dinh toa do tam va
ban kinh.

e) Viét phuong trinh duong tron qua ba diém A,B,C . Hay tim tdm va ban kinh
cua duong tron do.

Bai 3: Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz cho mit phang (P) va mit cau (S)c6 phuong
trinh twong g :(P): 2x - 3y + 4z - 5=0 (S): X?+y? + 22+ 3x + 4y - 52 + 6=0
a) Xéc dinh toa do tAm I va ban kinh R cua mit cau (S).
b) Tinh khoang cach tir tim I dén mat phang (P).Tir d6 suy ra rang mit phang (P)
cit mat cau (S) theo mot duong tron ma ta ky hiéu 1a (C). Xac dinh ban kinh R
va toa d¢ tam H cua duong tron (C).

Bai 4: Trong khong gian cho (P): X + 2y — z + 5 = 0 diém I(1;2;-2) va duong thang
X=-1+2t
(d):qy=t ,teR
=4+t
a) Tim giao diém cua (d) va (P). Tinh goc gitra (d) va (P).
b) Viét phuong trinh mat cau (S) tam I tiép xtic v&i mit phang (P).

C) Vle,t phuong trinh mat phang (Q) qua (d) val. ’
d) Viét phuong trinh duong thang (d”)nam trong (P) cat (d) va vuéng goc (d).

Bai 5: Trong khéng gian Oxyz cho A(1;-1;2), B(1;3;2), C(4;3;2), D(4;-1;2).
a) Chung minh A,B,C,D 12 bon diém dong phang.
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b) Goi A’ 1a hinh chi‘éu vudng goc cua qdiém A trén miat phang Oxy. hdy viét
phuong trinh mét cau (S) di qua bon diém A’,B,C,D.
C) Viét phuong trinh ti€p dién (o) cua mat cau (S) tai diém A’.

Bai 6: Trong khong gian Oxyz cho A(1;0;0) B(1;1;1) va C(1/3; 1/3;1/3)
a) Viét phuong trinh mit phang (P) vudng goc OC tai C. Chung minh O,B,C
thing hang. Xét vi tri twong d6i cuia mat cu (S) tim B, ban kinh R =+/2 v&i
mit phang(P).
b) Viét phuong trinh tong quat ctia dudng thang 1a hinh chiéu vudng goc cia
duong thang AB 1én mit phang(P).

Bai 7: Trong khong gian Oxyz cho mp(P): x + y + z — 1 = 0. mp(P) cit céc truc toa do tai
AB,C.
a) Tim toa do A,B,C. Viét phuong trinh giao tuyén cua (P) voi cac mit toa do.
X=2+t
Tim toa d6 giao diém D cua (d): { y=-t ,teR v6i mp(Oxy). Tinh thé
z=-3-3t

tich tr dién ABCD. ‘ ’

b) Léap phuong trinh mét cau (S) ngoai tiep ABCD. Lap phuong trinh duong tron
ngoai tiép ACD. X4ac dinh tdm va ban kinh ctuia duong tron do.

Bai 8: Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz cho 4 diém A,B,C,D c6 toa do xac dinh
boi cac hé thie: A=(2:4;-1), OB=i+4]—k, C=(2;4;3), OD=2i+2j—k
a) Chimg minh ABLAC, ACLAD, ADLAB. Tinh thé tich khéi t dién ABCD.
b) Viét phuong trinh tham s6 cta dudng (d) vudng goéc chung cia hai dudng
thang AB va CD. Tinh géc gitra (d) va mit phang (ABD).
¢) Viét phuong trinh mat cau (S) qua 4 diém A,B,C,D. Viét phuong trinh tiép
dién (o) ctia (S) song song voi mit phang (ABD).

Bai 9: Trong khong gian Oxyz cho 3 diém A(2;0;1), B(1;0;0), C(1;1;1) va
mp(P): x+y+z-2=0.
a) Viét pt mat cau di qua 3 diém A, B, C va c6 tdm thudoc mp (P).
b) Tinh d6 dai duong cao k& tir A xudng BC
¢) Cho D(0;3;0).Chimg t6 rang DC song song v6i mp(P) tir 6 tinh khoang cach
giita duong thang DC va mit phang (P).

Bail0: Trong khong gian Oxyz cho A(2;0;0) , B(0;4;0), C(0;0;4).
a) Viét phuong trinh mét cau qua 4 diém O,A,B,C. Tim toa d6 tdm I va ban kinh
cua mat cau.
b) Viét phuong trinh mat phang(ABC)
c) Viét phuong trinh tham s cua dudng thang qua I va vudéng goc mit
phang(ABC).
d) Tim toa do tAm va ban kinh duong tron ngoai tiép tam giac ABC.
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Bai 11: Cho mit cau (S) ¢6 phuong trinh X2 + y?+ z2- 2x - 4y - 62 =0
a) Xac dinh tAm va ban kinh mit cau (S).
b) Goi A,B,C lan luot 1a giao diém (khac diém gbc toa do) cua mat cau (S) voi
cac truc toa do Ox,0y,0z.Tinh toa dd A,B,C va viét phuong trinh mat phang
(ABC).
c¢) Tinh khoang cach tir tim mit ciu dén mat phang. Tir 6 hdy x4c dinh tim va
ban kinh duong tron ngoai tiép tam giac ABC.

35. GIAI TOAN BANG HHGT

A. CACH GIAI CHUNG
Dé giai bai toan bang phuong phap toa do trong khong gian ta ¢6 thé chon cho né
mot hé truc toa do phu hop rdi chuyén vé hinh hoc giai tich dé giai.
Céc budc chung dé giai nhu sau:
B1: Chon hé truc toa do thich hop.
B2: Chuyén cdc yéu cdu cua bai toan vé HH gidi tich.
B3: Gidi bang HH gidi tich.
B4: Két ludn cdc tinh chat, dinh tinh, dinh lwong... cua bai toan dat ra.

B. CAC BAI TAP

Bai 1: Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ ¢ canh bang a
a) Tinh theo a khoang céach gitta hai dudng thing A’B va B’D.
b) Goi M|N,P lan luot 13 trung diém BB’, CD, A’D’.Tinh goc giira hai dudng
thang MP va C’N.

Bai 2:Cho hinh chép ti giac déu c6 canh bén va canh day bang a tinh goc hop béi canh
bén va mat bén doi dién.

Bai 3:Cho hinh chdp S.ABC c6 SA vuéng goc voi mit phiang (ABC) day ABC 1a tam
giac vudng tai C. Cho SA=AC=CB=a
a) Tinh khoang cach giita hai duong thang AC va SB.
b) Tinh goc gitra duong thang SA va mp(SBC).

Bai 4 : Cho hinh chép SABC c6 day ABC la tam giac vudng tai C. SA L (ABC), AC=a,
BC=b, SA=h. Goi M, N lan luot 1a trung diém cua cac canh AC va SB.
a) Tinh do dai MN.
b) Tim hé thirc lién hé giita a, b, h dé MN 1a dudng vudng goc chung ciia cac
duong thang AC va SB.

Bai 5 Cho hinh lap phuwong ABCD.A’B’C’D’.Tinh s6 do cta gbc nhi dién [B,A’C,D].

Bai 6 Cho hinh lang tru dting ABCD.A’B’C’D’c6 day ABCD Ia hinh thoi canh a, goc
[1BAD=60". Goi M la trung diiém canh AA’ va N 1a trung diém cua canh CC’. Chiing
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minh rﬁng boén diém B’,M,D,N cung thuoc mot mat ph'flng. Hay tinh d6 dai canh AA’
theo a dé tr gidc B'MDN la hinh vudng.

Bai_7*: Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ ¢6 canh a. M 1a diém thugc AD’ va N
thuoc BD sao cho AM=DN=k (0<k<a+/2).

a) Timk dé doan MN ngan nhét.

b) Ching minh rang MN//(A’D’BC) khi k blen thién.

c¢) Khi doan MN ngin nhit. Chirg minh rang MN 1a dudng vudng goc chung cia
AD’ va BD va MN//A’C.

Bai 8 Tim m dé hé phuong trinh sau day c6 diing mot nghiém tim nghiém dé
X +y*+z2 =1
2X—y+2z=m

Bai 9 Cho ba s6 thuc x,y,z thoa x?+y? +2z? =1tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhét cia
=|2x+2y-z-3.

BAI TAP TONG HQP BO SUNG
PHUONG PHAP TQA PO TRONG KHONG GIAN

x=1+t
Bai 1:Cho hai dudng thing Alé:yT*Z:% va A, ly=2+t ,teR
z=1+2t

al. Viét phuong trinh mit phang (a) chira A, Va song song Véi A, .
b/. Cho diém M(2;1;4).Tim toa d6 duiém H thugc duong thang A,sao cho doan MH c6
do dai nho nhat

Bai 2: Cho hai diém A(2;0;0) ,B(0;0;8) va diém C sao cho AC =(0;6;0).Tinh khoang
cach tir trung diém | caa BC dén dudng thang OA .

Bai 3: Trong khdng Oxyz cho mp(): x+3ky —z +2=0 va (y):kx —y +z +1=0 . Tim k d¢
giao tuyén cua (B)va(y)vong goc véi mat phing ()X —y — 2z +5=0.

X=-3+2t
Bai 4:Trong khdng gian Oxyz cho diém A(-4;-2;4)va duong thang d: {y=1-t  ,teR
z=-1+4t

Viét phuong trinh duong thang A di qua diém A , cit va vudng goc véi dudng thiang d.

Bai 5:Cho hinh chép SABCD c6 day la hinh thoi ABCD , AC cat BD tai goc toa do
0.Biét A(2;0;0),B(0;1;0) ,S(0;0;2+/2) . Goi M la trung diém SC .
a/. Viét phuong trinh mat phang chira SA va song song véi BM
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b/. Tinh khoang céch giira hai duong thang SA va BM.

Bai 6: Trong khdng gian Oxyz cho diém D(-3;1;2) va mt phang («) di qua ba diém
A(L,0;11), B(0;1;10), C(1;1;8).
al. viét phuong trinh du(mg thiang AC .
b/. Viét phuong trinh tong quat cia mit phang («).
c/.Viét phuong trinh mit cau (S) tdm D,ban kinh r=5.Chttng minh mit phang
(er) cét mit cau (S).

Bai 7: Trong khong gian Oxyz ,cho mit phang (a):2x+y—-z-6=0.
a/. Viét phuong trinh mit phiang (£)di qua O va song song véi (a).
b/. Viét phuong trinh tham so ctia duong thang di qua goc toa do O va vudéng goc
véi mit phang ().
¢/. Tinh khoang cach tir gbc toa d6 O dén mit phang ().

Bai 8 : Cho hinh hdp chir nhat ¢6 cac dinh A(3 ;0 ;0),B(0 ;4 ;0),C(0;0;5),0(0;0;0) va
dinh D d6i xtmg v6i O qua tdm cua hinh hop chit nhat .
a/. xac dinh toa d6 dinh D . Viét phuong trinh tong quét ciia mit phang (ABD) .
b/. Viét phuong trinh tham s6 cta dudng thang di qua D va vudng goc v6i mat
phang (ABD) .

Bai 9 : Trong khong gian Oxyz cho A( 6 ;- 2;3) ,B(0;1;6), C(2 ;0 ;-1), D(4 ;1 ;0)
a/. Goi (S) 1a mat cau di qua bén diém A,B,C,D . Hay lap puong trinh mat cau (S)
b/. Viét phuong trinh mat phang tiép xdc véi mit cau (S) tai A.

Bai 10 : Trong khéng gian Oxyz cho A(1:0;0),B(0;1;0), C(0;0;1), D(1 ;1 ;0)
a/. Viét 1ap phuong trinh mat cau (S) di qua bon diém A,B,C,D .
b/. Xéc dinh toa d6 tdm va ban kinh cia dudng tron 14 giao tuyén cua véi mat cau
(S)v6i mat phang (ACD)

Bai 11: Trong khéng gian Oxyz cho A( 2;4;-1) ,B(1;4;-1) , C(2 ;4;3), D(2;2;-1).
a/. Chung minh cac duong thang AB,AC,AD vudng goc véi nhau tirmg doi mot .
b/.Viét phuong trinh tham sé cua dudng vudng goc chung A cia hai dudng thang
ABva CD
c/. Viét 1ap phwong trinh mat cau (S) di qua bon diém A,B,C,D
d/.Viét phuong trinh mét phang () tiép xtc véi mit cau (S) va song song véi mt
phing (ABD)

Bai 12:Trong khéng gian Oxyz cho A(3;-1;6) , B(-1;7;-2) , C( 1;-3;2), D(5;1;6)
a/.Chimg minh A,B,C khdng thang hang .Tim toa do trong tam cuia tam giac ABC
b/.Ching minh A,B,C,D khdng ddng phing.Xac dinh toa do trong tm cua ti dién .
c/. Tinh g6c tao bai cac cap canh dbi dién cua tir dién ABCD .

d/. Tinh dién tich cac tam giac la cac mat cua tr dién.

el. Tim toa do diém | cach déu cac dinh cua tt dién .
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f/. Tim toa d6 hinh chiéu vudng goc H caa D 1én mit phang (ABC)

Bai 13: Trong khdng gian Oxyz cho ba mit phing c6 phuong trinh :
(P):x+y-2=0 ,(Q):x-3y-z+2=0, (R):4y +z-2=0
a/. Ching minh rang hai mat phang (P) va (Q) cit nhau Viét phuong trinh tham sé cua
duong thang d 1a giao tuyén cua (P) va (Q) .
b/. Viét phuong trinh mat phang (T) chtra dudng thang d va song song véi mit phang (R)

Bai 14: Trong khong giao Oxyz cho mit cau (S) va mit phang (P) c6 phuong trinh :
(S):(x—32+(y+2?+(z-1)?=100 ,(P):2x -2y -z +9=0

a/. Ching minh : (P) va (S) cat nhau .

b/. Xéc dinh tdm va béan kinh duong tron 1 giao tuyén caa cua (P) va (S)

Bai 15: Cho mit cdu (S) : X2 +y2 + 22— 2x—-2y—2z2-6=0

al. Viét phuong trinh mat phang (P) song song véi mat phang (Q) :x+y+z — 9 =0 va cit
(S) theo thiét dién 12 mot duong tron 16n .

b/. Viét phuong trinh mit phang (K) song song véi mit phang (R) :x+2y+z — 1 =0 va cat
(S) theo thiét dién 1a mot dudng tron c6 dién tich bang 3 7.

Bai 16 : Cho dudng thang d va mat phang (P) ¢6 phuong trinh :
d): 5=y—36 % (P):3x+2y+z-12=0.
a/. Chung minh (d) <(P) .
b/. Lap phuong trinh mat phang chua (d) va vudng goc véi mat phang (P) .
c/. Lap phuong trinh mat phang chira (d) va tao véi mat phang (P) mot goc 60° .

Bai 17: Cho hai duong thang (d1) va (d2) c6 phuong trinh

x+7 y—5 z-9 X y+4 z+18
(@) o Wt

a/. Ching to (dl) va (dz) song song véi nhau.

b/. Viét phuong trinh mat phang (P) chira (d1) va (d2) .

c/. Tinh khoang cach gitra (d1) va (d2) .

d/. Lap phuong trinh mit phang (Q) chira (d1) va cach (d2) mot khoang bang 2.

e/.Lap phuong trinh dudng thang(A) thudc mit phang (P) va songsong cachdéu(di)va(dz)

Bai 18:Cho hai duong thang (d1) va (dz)

X=7+3t
(d): dy=2+42t ,(teR) , (do): X2 y+32 Z;5
z=1-2t -

a/. Chirng minh hai dudng thang (d1) va (d2) dong phang .viét phuong trinh mat phang
(P) chtra (dy) va (d2).

b/. Tinh thé tich tir dién gidi han boi mat phang (P) va ba mit phang toa do .

c/. Viét phuong trinh mat cau ngoai tiép tir dién nai trén .

Bai 19:Cho hai duong thang (d1) va (d2)cé phuong trinh :
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X=1+2t X=2+U
(d) :sy=2+t ,(teR) va (d2) :qy=-3+2u ,(ueR)
z=-3+3t z=1+3u

a/. Chung minh ring hai dudng thang (d1) va (dz2) chéo nhau .

b/. Tinh khoang cach gitta (d1) va (dz).

c/. Viét phuong trinh dudng vudng goc chung cua (d1) va (dz)

d/. Viét phuong trinh dwong thing (A) song song véi Oz , cit ca (di) va (do).

Bai 20:Cho duong thang (d) va mat cau (S) c6 phuong trinh :
X =3t
(d):dy=2+2t ,(teR) ,(S):X2+(y—-1)°+(z-1)>%=5
z=3-t
a/. Ching t6 duong thang (d) va mat cau (S) tiép xuc nhau . Tim toa do diém tiép xdc
b/. Viét phuong trinh dudng thang song song véi duong thang (d) va cét (S) tai hai diém
A,Bsaochododai AB=2.
cl. Vi‘ét phuong trinh mat phang chira (d) cat (S) theo thiét dién la duong tron c6 chu vi
bang 2 7

Bai 21: Cho dudng thang (d) va mat phang (P) ¢ phuong trinh
Xx=1+2t
(d):<y=2-t ,(teR) ,(P):2x-y-22+1=0
z=3t
al. Tim céc diém thudc duong thing (d) sao cho khoang cch tir mdi diem d6 dén mit
phang (P) bang 1. 7 7
b/. Goi K la diém doi xting cua 1(2 ;-1 ;3) qua duong thang (d) . Xac dinh toa d6 diem K .
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